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Konstruktion aller n -fach kantenzusammenhangenden Digraphen 
W. MADER 
Let A(x, y; D) denote the maximum number of edge-disjoint paths from x to y in the 
digraph D, Let z be a (non-isolated) vertex of D with indegree of z equal to outdegree of z. 
It is proved that there are always edges h from some u to z and k from z to some v such that 
minz"'''v''z A (x, y; D) = minz"''',,,z A(x, y; Dhk), where Dhk denotes the digraph which arises 
from D by deleting hand k and adding a new edge from u to v. From this we easily get a 
successive construction of all finite n-edge-connected digraphs. 
Sei D ein n-fach kantenzusammenhlingender Digraph und seien kJ. ... , kn ver-
schiedene Kanten von D. Die Kante ki werde durch eine Ecke Xi unterteilt, dann werden 
die Ecken Xl. ... ,Xn zu einer neuen Ecke X identifiziert. Man sieht leicht, daJ3 der so 
entstehende Digraph D' wieder n-fach kantenzusammenhlingend ist; wir sagen, D' 
entstehe aus D durch die Operation On. In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daJ3 
sich umgekehrt auch jeder endliche, n -fach kantenzusammenhlingende Digraph durch 
alternierendes Hinzufiigen von Kanten und Anwenden von On aus einer Ecke erhalten 
lliJ3t. Dieses Konstruktionsverfahren ist analog dem fiir (ungerichtete) n-fach kanten-
zusammenhlingende Graphen, wie es in [5, 6] angegeben wurde. 
Die betrachteten Digraphen konnen mehrfache Kanten und Schlingen besitzen; die 
Menge der Kanten von der Ecke X zur Ecke y im Digraphen D werde mit (x, y)v oder 
einfach (x, y) bezeichnet. Jede Kante k E (x, y) hat den Anfangspunkt a(k) = x und den 
Endpunkt e(k) = y. Die Eckenmenge des Digraphen D werde mit E(D), die Kanten-
menge mit K(D) bezeichnet; weiterhin seien iDi := iE(D)i, liD II := iK(D)i und x ED 
gleichbedeutend mit x E E(D). Auch ohne besondere Erwlihnung verstehen wir unter 
einem Digraphen immer einen endlichen Digraphen, d.h. einen Digraphen D mit 
iDi+IIDII endlich. Fiir X, Y ~ E(D) seien K(X, Y;D):= UXEXAYEY(X, y), 
K+(X;D):=K(X,X;D) und K-(X;D):=K+(X;D), wobei X:=E(D)-X sei; 
weiterhin seien K(X, Y;D):= iK(X, Y;D)i, K+(X;D):= iK+(X;D)i und 
K -(X; D) := iK-(X; D)i. 1m FaIle X = {x} schreiben wir bei dies en Bezeichnungen statt 
{x} einfach x, also etwa K+(x;D) statt K+({x};D). Fiir x, YED nennen wir einen 
(kontinuierlich gerichteten) Weg von x nach y einen x, y- Weg. Fiir x¥- y bezeichnen 
wir die Maximalzahl kantendisjunkter x, y-Wege in D mit A (x, y;D). Nach dem 
Mengerschen Satz in Kantenform fiir gerichtete Graphen gilt A (x, y; D) = 
minXEXS;;E(V),y.EXK+(X;D) (vgl. etwa [3, Kap. 1, Satz 5.1]). Weiterhin sei A(D):= 
minx;o'y A (x, y; D) und fUr zED sei Az (D) := minz;o'x;o'y;o'z A (x, y; D) (hierbei 
sei min",A(x, y;D):= 00). Ein Digraph D mit A(D)~n heiJ3t n-fach kantenzusammen-
hiingend und er heiJ3t minimal n-fach kantenzusammenhiingend oder n-minimal, wenn 
A (D) ~ n ist, aber A (D - k) < n fiir aIle k E K(D) gilt. 
Sei z ED und seien h EK-(z; D) und k E K+(z; D). Dann entstehe Dhk aus D -{h, k} 
durchHinzufiigen einerneuen KanteKhk mit a (Khk ) = a(h) und e(Khk ) = e(k); wirsagen, 
Dhk entstehe durch Abspalten der Kanten h und k von z. Fiir aIle x¥- y aus D gilt 
offensichtlich A (x, y; Dhk) ~ A (x, y; D). Das Hauptergebnis der Arbeit bildet der folgende 
SATZ. Sei D ein endlicher Digraph und sei zED mit K +(z; D) = K -(z; D) ~ 1. Dann 
existieren Kanten hE K-(z; D) und k EK+(z; D) mit Az(D hk ) = Az(D). 
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Man konnte vermuten, daj3 es wie im ungeriehteten Fall (siehe [5]) sogar Kanten 
hE K-(z; D) und k E K+(z; D) gibt mit A (x, y; Dhk) = A (x, y; D) fur aIle x y!; y aus D - z. 
Wir wollen uns an dem folgenden Beispiel klarmachen, daj3 Kanten mit dieser Eigen-
schaft, selbst unter starken Zusammenhangsvoraussetzungen, im allgemeinen nieht zu 
existieren brauchen. 
Seien m und n naturliche Zahlen mit n >2m. Sei G ein m-fach kantenzussammen-
hangender Digraph mit IGI > n und mit K +(x; G) = K -(x; G) = m fur aIle x E G und sei 
H ein weiteres (zu G elementfremdes) Exemplar von G. Der Digraph D' entstehe aus 
G U H durch HinzufUgen von m Kanten k mit a (k) E G und e (k) E H und m Kanten 
h mit a(h)EH und e(h)E G. Mit Hilfe des Mengerschen Satzes erkennt man leieht 
A (D') = m. Wir fUgen eine Ecke z zu D' hinzu und weiterhin n Kanten von x nach z 
fUr jedes x E 0 und n Kanten von z nach y fur jedes y E H; hierdurch entstehe der 
Digraph D. Fur aIle x E 0 und y E H gilt dann A (x, y; D) ~ n + m. Der Digraph 15 entstehe 
aus D durch sukzessives, (nIGI)-maliges Abspalten von Kantenpaaren von z. Wegen 
K +(E(O); D') = m < n < IGI existiert ein XoE G mitJ«xo, E(H); D') = O. Da Xo Anfangs-
punkt von genau n Kanten aus K (15) - K (D) ist, existiert wegen IHI > n ein Yo E H mit 
(xo, Yoh5= 0. Also enthalt jeder xo, yo-Weg von 15 eine Kante aus K+(xo; G) u 
K'"(E(H); D') u K - (yo; H), womit sieh A (xo, Yo; 15):,.;; 3m < n + m:,.;; A (xo, Yo; D) ergibt. 
Somit kann obige Vermutung nieht richtig sein. 
Sei A ~ E(D) und sei a EA. Wir sagen, der Digraph DA entstehe aus D durch 
Kontraktion von A auf a, wenn E(DA)=(E(D)-A) u {a} ist und K(DA) bestimmt ist 
durch DA-a=D-A, l(a,a)DAI=K(A,A;D) und l(x,a)DAI=K(X,A;D) und 
I(a, x )DAI = K (A, x; D) fur aIle xED - A. Dieser Kontraktion von A entsprieht auf 
naturliche Weise (im wesentlichen eindeutig bestimmt) eine bijektive Abbildung lPA 
von K(D) auf K(DA). Wir wollen uns nun uberlegen, daj3 beim Kontrahieren die 
Zusammenhangsverhaltnisse im wesentlichen erhalten bleiben. 
LEMMA 1. Sei z eine Ecke des Digraphen D und sei A ~ E (D) mit z i A y!; 0, 1.4 I ~ 2 
und K +(A; D) = Az(D). Dann gilt Az(DA) = Az(D). 
BEWEIS. Nach Definition der Kontraktion von A auf a gilt K +(X; D A) = K +(X; D) 
und K -(X; D A) = K-(X; D) fur jedesX ~ E(D)-A =E(DA)-{a}. Wegen K +(a; D A) = 
ArCD) ergibt sieh hi era us mit dem Satz von Menger unmittelbar Az(DA ) = Az(D). 
LEMMA 2. Sei z eine Ecke des Digraphen D mit K +(z; D) = K -(z; D) und sei A ~ 
E(D) mitzi A y!; 0, IAI ~ 2 und K +(A; D) = Az(D). WennAz«DA)h'k,) = Az(DA)fiirgeeig-
nete h' E K-(z; D A) und k' E K+(z; D A) gilt, dann istauchAz(D hk ) = Az(D)furdie Urbilder 
h: = lP Al (h') und k := lP Al (k') bei der kanonischen Bijektion lPA von K(D) auf K(DA). 
BEWEIS. Seien z, A, h', k', lPA' h, k wie eben angegeben, und A werde auf a kon-
trahiert. Ferner setzen wir n := Az(D) und D' := Dhk. Nach Lemma 1 ist auch Az(DA ) = n. 
Zunachst halten wir drei einfache Eigenschaften fest. 
(i) Wegen Az«DA)h'k,) = Az(DA) = n = K+(a; D A) ist a(h') y!; a oder e(k') y!; a. 
Hieraus ergibt sieh 
(ii) Fur aile A' ~ A giltK+(A'; D') = K+(A'; D) und K-(A';D')=K-(A';D). 
("') H,. 'K . K 'd 'fi' ./ (Dhk) (D )h'k' I (D )h'k' D' 11l l'Yenn WIT hk mit h'k' I entl zleren, gl t A = A , a so A = A' 
Wir unterscheiden beim Beweis von Az (D') = n drei Faile. 
Fur aile x E A und YEA - {z} gilt A (x, y; D') = n. (1) 
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Wegen AzCD~) = n gibt es n kantendisjunkte a, y- Wege Wl, . .. , W~ in D~. Wegen 
AzCD) = n gibt es andererseits n kantendisjunkte x, y-Wege Wt. ... , Wn in D. Wegen 
K +(A; D) = n enthiilt jeder der Wege W lo ••• , Wn genau eine Kante von K+(A; D), 
etwa "Wi die Kante kj EK+(A; D); sei W7 der Teilweg von "Wi von x nach a(kj ). Wenn 
wir in den Wegen W~, ... , W~ die Kanten IEK+(a;D~)-{Kh'k'} durch cP-;,/U) und 
Kh'k' durch Khk ersetzen, konnen wir sie wegen a (Khk ) = a (h) mit den Wegen W7 zu n 
kantendisjunkten x,y-Wegen in D' kombinieren. 
Fur aile x¥- y aus A -{z} gilt A (x, y; D') ~ n. (2) 
Nehem wir an, es existieren x ¥- y in A - {z} mit A (x, y; D') < n. Dann existiert nach 
dem Mengerschen Satz ein B <;; E(D') mit x E B, y E E und K +(B; D') < n. Nach (1) ist 
dannA 11 B = 0, also A <;; E. Dannistaber auch K +(B; D~) = K +(B; D') < n, im Wider-
spruch zu Az(D~) = n nach (iii). 
Fur aile x EA -{z} und YEA gilt A(x, y; D') ~ n. (3) 
Nehmen wir an, es existieren x E A - {z} und YEA mit A(x, y; D') < n. Dann gibt es 
also B <;; E(D') mit x E B" y E E und K +(B; D') < n. Nach (2) ist A - {z} <;; B, also 
E <;; A u {z}. Wir unterscheiden zwei FiiIle. 
(a)zEB. 
Dann ist E ~ A und nach (ii) ergibt sieh der Widerspruch K -(E; D) = K -(E; D') = 
K +(B; D') < n. 
(b) z E E. 
Nach (1) ist A(y,x;D')=n. Wegen K+(A;D')=n folgt hieraus K(A,z;D')~ 
K(Z, A -{z}; D'). Somit ergibt sieh K(E -{z}, z; D')~K(A, z; D')~ 
K(Z, A -{z}; D')~K(Z, B; D') und wegen K+(Z; D') = K-(Z; D') also K(B, z; D')~ 
K(z,E-{z};D'). Dann gilt aber auch K+(B u {z};D')=K+(B;D')-K(B,z;D')+ 
K(Z, jj -{z}; D')~ K +(B; D') < n.Dannkonnenwiraber B' := B u {z}stattB betrachten, 
und Anwendung von (a) liefert den gewiinschten Widerspruch. 
Aus (1) und (3) ergibt sich Lemma 2 wegen der Transitivitat von A (x, y; D') ~ n und 
wegen A¥-0 und A -{z}¥- 0. 
Wir kommen nun zum Beweis des anfangs formulierten Satzes. Fiir Digraphen D 
mit IDI ~ 3 ist die Behauptung ersichtlich. Wir induzieren iiber die Eckenzahl. Sei also 
IDI > 3 und sei die Behauptung fUr aIle Digraphen D' mit ID'I < IDI schon bewiesen. Sei 
zED mit K+(z;D)=K-(z;D)~l und sei n:= AzCD). Wir konnen voraussetzen, daJ3 
Kanten uEK-(z;D) und vEK+(z;D) existieren mit a(u)¥-e(v), da sonst sogar 
A(D-z)=n gilt. Weiterhin konnen wir Az(DUV)<n annehmen. Dann existieren also 
a¥- ii in D - z mit A(a, ii; DUV) < n. Also gibt es ein A <;; E(D) mit a EA, ii EA und 
K+(A;DUV)<n. Wegen K+(A;D)~n muJ3 {a(u), e(V)} ~ A und zEA oder {a(u), 
e(v)} <;; A und z E A sein. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit seien {a(u), e(v)} <;; A 
und z EA. Dann gilt also IA I ~ 2, IAI ~ 2 und K + (A; D) = n. N ach Induktionsvoraussetzung 
existieren Kanten h' EK-(z; D A) und k' EK+(z; D A) mit AzC(DA)h'k) = Az(DA) und nach 
Lemma 2 gilt dann auch Az(D hk ) = Az(D) fiir h := cPA! (h') und k := cPA! (k'). 
Wie wir anfangs schon erwiihnten, erhiilt man aus einem n -fach kantenzusammen-
hiingenden Digraphen durch Anwendung von On wieder einen n-fach kantenzusammen-
hiingenden Digraphen. Ebenso wird der Kantenzusammenhang durch Hinzufiigen von 
Kanten nieht verringert. Wir wollen uns nun iiberlegen, daJ3 man andererseits auch jeden 
(endlichen) n-fach kantenzusammenhangenden Digraphen aus einem kleineren n-fach 
kantenzusammenhiingenden Digraphen durch On und Hinzufiigen von Kanten erhalten 
kann. 
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KOROLLAR 1. Jeder n-fach kantenzusammenhangende, endliche Digraph D mit n ~ 1 
laf3t sich durch sukzessives Hinzufugen von Kanten und (IDI-l)-maliges Anwenden 
von On aus dem K 1 erhalten. 
BEWEIS. Sei D ein n -fach kantenzusammenhiingender Digraph mit ID I ~ 2. Wir 
zeigen die Existenz eines Digraphen 15 mit A (15) ~ n und 1151 = IDI-l, aus dem sich D 
durch On und Hinzufugen von Kanten ergibt. Zuniichst existiert Ko £; K(D), so daJ3 
D':= K -Ko minimal n-fach kantenzusammenhiingend ist. Offensichtlich hat D' keine 
Schlingen. Nach Korollar 1 aus [4] enthiilt also D' eine Ecke z mit K +(z; D') = K -(z; D') = 
n. Durch n -malige Anwendung unseres Satzes konnen wir n Kantenpaare von z so 
abspalten, daJ3 fur den entstehenden Digraphen 15' gilt AzCD') = AzCD') ~ n, also auch 
A (15) ~ n fUr 15 := 15' - z. Der Digraph 15 leistet das Gewunschte. 
In [2] (Zusammenfassung in [1]) bestimmte M. Dalmazzo die maximale Anzahl von 
Kanten eines minimal n -fach kantenzusammenhiingenden Digraphen mit vorgegebener 
Eckenzahl und charakterisierte die extremalen Digraphen dieses Problems. Sein Ergebnis 
liiJ3t sich nun leicht mit Hilfe von Korollar 1 herleiten. Wir benotigen hierzu noch eine 
Bezeichnung: Der Digraph G n entstehe aus dem (ungerichteten) Graphen G dadurch, 
daJ3 jede Kante [x, y] von G ersetzt wird durch n gerichtete Kanten von x nach y und 
n gerichtete Kanten von y nach x. 
KOROLLAR 2 (DALMAzzo [1]). Fur jeden minimal n-fach kentenzusammen-
hangenden, endlichen Digraphen D gilt IIDII ~ 2n (IDI-l). Hierbei gilt das Gleichheits-
zeichen genau dann, wenn D = B n fur einen Baum B ist. 
BEWEIS. Fur jeden Baum B ist B n ein n-minimaler Digraph mit IIBnl1 = 2n(IB n l-l). 
Die ubrigen Behauptungen von Korollar 2 beweisen wir durch Induktion uber die 
Eckenzahl. Sei D ein n-minimaler Digraph mit IDI~2. Nach Korollar 1 existiert ein 
Digraph 15 mit A (15) ~ n, aus dem D durch On entsteht. Hierbei werden etwa die Kanten 
kh • •• , kn von 15 durch je eine Ecke Zh ... , Zn unterteilt und die Ecken Zh .•. , Zn zu 
einer Ecke z identifiziert. Es ist IIDII = 111511 + n. Da D n -minimal ist, ist kein k E 
K(D) -{kh ... , k n } eine Schlinge und es gilt A (a(k), e (k); 15) ~ A (a (k), e(k); D) = n fUr 
jedes k E K(D)-{kh . .. , k n }. Also existiert Ko £; {k h ... , kn }, so dall 150:= 15 - Ko n-
minimal ist. Nach Induktionsannahme gilt 11150 11 ~ 2n(IDol-l) und somit IIDII = 
IIDoll+IKol +n ~2n(IDI-l). Wenn liD II = 2nClDI-l) gilt, mull alsoKo = {kh . .. , kn }, also 
150 = D - z sein. Dann,ist aber auch 150 ein n-minimaler Digraph mit 11150 11 = 2n (11501-1), 
somit nach Induktionsannahme Do=B~ fur einen Baum Bo. Wenn die Ecken a(k1), 
e(k1), ••• , a(kn ), e(kn ) nicht aIle gleich sind, sieht man leicht, daJ3 D nicht n-minimal 
sein kann. Somit sind kh ... ,kn Schlingen an derselben Ecke von 15 und D = B n fur 
einen Baum B. 
Ais weitere Anwendung unseres Satzes beweisen wir in [7] unter anderem die folgende, 
interessante Eigenschaft n-fach kantenzusammenhiingender Digraphen. 
SATZ. Seien x ¢ y Ecken des n-fach kantenzusammenhangendenDigraphen und seien 
m, k nicht negative, ganze Zahlen mit m + k = n. Dann existiert ein System von n kantendis-
junkten Wegen, das aus m x, y-Wegen und k y,x-Wegen besteht. 
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